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RESUME Un objectif des bases de données est d'accroitrealgacité d’expression des
langages de requétes. La théorie des ensemblesdtdlinterrogation flexible permettent de
prendre en considération des préférences dansrigsas de sélection. La prise en compte
conjointe des notions de préférence et de cardinalbus a conduits a définir le concept

d’entier graduel ). Ce cadre a ensuite été étendufret @ afin de pouvoir traiter des
requétes comportant des différences et des diwsbDans cet article, nous étudions comment
définir des relations d’ordre entre ces nombre greld et comment composer des criteres
utilisant de telles relations. Ces comparaisons emmantités (graduelles ou non) sont tres
intéressantes pour traiter des requétes comportes quantificateurs flous absolus ou
relatifs.

ABSTRACT.An issue in extending databases is to increase etkygessiveness of query
languages. Based on fuzzy set theory, flexibleyingpienables users to express preferences
inside requirements. Quantifications and preferenae data have led us to define the notion
of gradual integersAy). This framework has been extendedjtand @, in order to dealing
with queries based on difference or division operai In this paper we study how to define
fuzzy order relations between such gradual numbats l'ow to compose predicates using
these fuzzy order relations. Such comparisons betw&ezy or crisp) quantities are
essential, in particular for dealing with flexibleugries using absolute or relative fuzzy
quantifiers.

MOTS-CLES: entier relatif graduel, nombre rationnel graduetlations d’ordre graduelles,
tolérance, implication floue, norme, conorme, indgation flexible.
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1. Introduction

Un des objectifs de la recherche dans le domaisebdses de données est
d'améliorer la capacité d'expression des langagesratjuétes afin de faciliter
'acceés a des informations pertinentes. Différemiaspositions ont été faites pour
introduire des préférences dans des requétes. Ondpinguer deux approches
générales selon que les valeurs de préférenceiémssoaux attributs sont
commensurables ou pas. Dans le premier cas, learsale préférences peuvent étre
agrégées pour délivrer une valeur globale et définiordre total sur les réponses.
Dans le second cas, lorsqu’il n'y a pas commenditéatseul un ordre partiel des
réponses, basé sur I'ordre de Pareto, est posdildes classes incomparables de
réponses sont construites. Cette approche estl@gtdans (Chomicki, 20033t
illustrée par I'opérateur Skyline (Borzsomgt al., 2001)ou dans PreferenceSQL
(Kiepling et al.,2002).

Les préférences des utilisateurs peuvent aussegmemées par des criteres de
sélection fondés sur des ensembles flous. Lesqatsdne sont alors plus en « tout
ou rien » mais peuvent étre plus ou moins satssfélar exemple, dans la requéte
« trouver les employés jeunes et bien-payés dérépriseX », les criteregeuneet
bien-payépeuvent étre plus ou moins satisfaits et leumitéin doit tenir compte de
préférences sur les valeurs des domaines indiglesuelles correspondent le
mieux aux concepts décrits. Les critéjesneset bien-payésont définis par des
ensembles flous permettant de restituer pour un eigan salaire donnés des
satisfactions définies sur unenéme échelle d'interprétation, généralement
l'intervalle [0, 1]. Ces degrés de satisfaction tsdonc commensurablegt, en
conséquence, composables. La théorie des ensefitiliesest un cadre général
permettant d'exprimer des requétes flexibles etemdivtravaux portant sur
I'expression et l'interprétation de requétes fléagbdans le contexte du modéle
relationnel (Boset al., 1995) et du modéle objet (Connan, 1999 ; Cro883Ront
d’'ores et déja vu le jour.

Cette étude se place dans le contexte de lintetimg flexible de bases de
données usuelles et s'intéresse plus particulianermex traitements conjoints de
préférences et de quantités sur les données méagul

Le concept de multi-ensemble, c'est-a-dire de ctbe autorisant des
occurrences multiples de ses éléments, trouve debreuses applications, en
algorithmique notamment (Knuth, 1981), mais ausmisdles bases de données
(Albert, 1991 ; Lamperteet al., 2001). Dans ce contexte, l'utilisation des multi
ensembles est principalement motivée par leur @@pacgérer des quantités. On
note qu'ils facilitent également le traitement detaines opérations en évitant la
suppression des doubles. Les propriétés algébrigaesmulti-ensembles ont été
largement étudiées, voir (Blizard, 1985) pour uréspntation compléte.

Nous avons montré (Rocacher, 2003) que I'utilisaties multi-ensembles pour
gérer des quantités et des ensembles flous poar dés préférences, conduit a la
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définition d’'une généralisation de ces structurggpetée multi-ensemble flou
(Yager, 1986 ; Miyamoto, 2001). Un multi-ensembleufest un multi-ensemble
dont chaque occurrence d’'un élément est associge degré d'appartenance. Par
exemple, un multi-ensemble flou peut étre délivaé In requéte trouver le salaire
des employés jeuneSomme plusieurs employés peuvent avoir le mérzdrsale
résultat peut contenir des duplicats. De plus, sbaqccurrence d'un salaire
coincide avec un employé plus ou moins jeune etl@st associée a un degré de
satisfaction. Le multi-ensemble flou résultat cepend alorda distribution des
salaires des employés jeunes

Dans (Rocacher, 2003) nous avons proposé une dmprpa caractérise les
multi-ensembles flous et permet de traiter de manigniforme les ensembles,
ensembles flous, multi-ensembles et multi-ensemfiiless. Cette construction
s’appuie sur le concept d’entier naturel graddg) Qui correspond a la cardinalité
d'un ensemble flou. Un tel nombre se distingueadedtion de nombre flou (Dubois
et al., 1987) dans la mesure ou il ne recouvre aucurmaea'incertitude. Par la
suite (Rocacheet al, 2003), nous avons défini un cadre plus géné@sé tsur
I'ensemble des entiers relatifs gradudlg,(dans lequel il est possible de définir des
différences exactes. L'intérét de cette démarched@dfrir une base algébrique
permettant la composition de calculs. En#ipa été prolongé eQy, I'ensemble des
nombres rationnels graduels (Rocackenl, 2005), afin de construire un systeme
d’'opérations multiplicatives fermé et de réalises divisions exactes. Ces contextes
permettent de traiter des requétes flexibles cergd basées sur des calculs entre
guantités graduelles (Rocacteral, 2004) ou nécessitant la manipulation de multi-
ensembles flous. Des requétes de ce type sorgxpaiple :

— calculer la moyenne des salaires des employésgeune

—  trouver les entreprises ou le nombre des emplog@shps de la retraite est
plus grand que celui des employés jeunes ;

— trouver les entreprises dont la plupart des emglggiénes sont bien-payés.

Notre objectif dans cet article est de montrer cemintraiter, en s’appuyant sur
la notion de nombre graduel, des requétes flexiptesant sur des quantités et,
notamment, comportant des quantificateurs flousolabsEnviron deux et des
quantificateurs flous relatifsla pluparf). La démarche que nous développons
consiste a définir des relations d'ordre entre n@silgraduels. Ces comparaisons
conduisent a définir une notion de valeur de vénitguelle définie par un ensemble
flou sur [0, 1]. Une telle valeur de vérité génised décrit exactement dans quelle
mesure une relation d’ordre est satisfaite. Paulge, si besoin, celle-ci peut étre
résumée en un degré évalué grace a une mesurefsadéne intégrale pondérée. Il
est montré que ces relations d’ordre généralisenbtion d’implication floue. Cette
émergence de valeurs de vérité généralisées nodsit@également a généraliser les
opérateurs de conjonction et de disjonction afin amstruire des requétes
complexes composant des prédicats portant surudegitgés graduelles.
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Par la suite, en section 2, les constructionsNgeZ; et Q; sont brievement
rappelées. Puis, en section 3, nous étudions cotnddédimir des relations d’ordre
entre quantités graduelles. Le cadre ainsi obtevus rpermet, en section 4, de
proposer une méthode générale pour traiter de€tesdlexibles comportant des
expressions quantifiées dont les quantificateunsveet étre absolus ou relatifs.
Nous prolongeons ensuite cette analyse, en setien décrivant comment de tels
prédicats comportant des relations d'ordre surgiesitités graduelles peuvent étre
composés au moyen d’'une généralisation d'opératmmn®nctifs et disjonctifs. Le
propos est illustré au travers de deux exempleplsdret est confronté a la notion
de cardinalité floue FECount définie par Zadeh €4ad 983).

2. Quantités graduelles

Dans cette section nous rappelons quelques éléntentbase relatifs a la
modélisation de quantités graduelles. Ceux-ci s@gessaires a la compréhension
des sections suivantes qui traitent de la comparals quantités graduelles.

Un ensemble flou, défini sur un domaiXe peut se définir par une fonction
caractéristique, notée, telle que :

He:X - [0,1]
X - He(X).

La valeur t=(xX) exprime dans quelle mesure I'élémentde X appartient a
'ensemble flouE. Quandie(X) est nul,x n‘appartient pas du toutEet, quand il
vaut 1,x est complétement damls Plus=(X) est proche de 1 (resp. 0), plus (resp.
moins) x appartient aE. Dans le cas dun ensemble flou firi, on
note généralement :

E = {tdx)/X1, «.., X)X}

Un ensemble flou peut également étre décrit comneecollection d’ensembles
ordinaires emboités grace a la notiorcdapes de niveaou a-coupes La coupe de
niveaua de I'ensemble flole, notéeE,, est I'ensemble usuel composé des éléments
dont le degré d’appartenanc& &st au moins égal@ d'ou :

E, = {x/x X ety (x) = a}.

La cardinalité floueH| d'un ensemble flolE est définie par un ensemble flou
d’entiers caractérisé par :

OnON, yg(n) =sud a/ [E, 2n}

Cette définition est aussi appelée FGCdingpar Zadeh (Zadeh, 1983). Le
degréa associé a un entierde E|, évalue dans quelle mesiE&ontient au moina
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éléments. Dans la littérature de nombreuses appsodéfinissant la cardinalité
floue d’'un ensemble flou fini ont été proposéeteEsont basées sur la définition de
fonctions spécifiques sur les entiers naturelgpnézées de manieére conjonctive ou
disjonctive (Wygralak, 1999 ; Delgadt al, 2002 ; Casasnovas al, 2003).

Il est important de noter que, par la suite, noussrappuyons sur une notion de
cardinalité basée sur la fonction FGCount que notgsprétons comme "un tout"
décrivant complétement, et exactement, la cardéndfun ensemble flou. Celle-ci
est donc traitée comme un ensemble fmmjonctif d'entiers. Un tel nombre est
parfaitement connu et ne recouacune forme d’incertitudeDe ce point de vue,
cette approche se distingue des cardinalités fléoedées sur une interprétation
disjonctive (Duboiset al, 1985) et s’appuyant sur une notion de nombre. fiEn
effet, il est habituel d’appelerombre flouune valeur mal connue modélisée par une
distribution de possibilité qui correspond a undleotion disjonctive de valeurs
possibles (Duboigt al, 1987). Pour marquer cette nuance, nous appelotisrs
graduelsces quantités correspondant a des cardinalitéedlmon fondées sur des
nombres flous. Le qualificatif dgraduelexprime que la quantité considérée dépend
du niveau d’exigence pris en compte pour interpritesous-ensemble flou sous-
jacent. Une telle interprétation a également &éménent proposée dans (Dubeis
al., 2005). Par la suite, on ndtg I'ensemble des entiers naturels graduels.

Exemple 2.1.Soit I'ensemble flolA = {1/x;, 1/,, 0.5ks, 0.2k,}, la cardinalité
de A est représentée parA| [= {1/0, 1/1, 1/2, 0.5/3, 0.2/4}. Le degré 0.5 |A¢
exprime dans quelle mesure I'ensemble flaucontient au moins 3 éléments.
L'entier 3 est la cardinalité obtenue lorsqu’'onaomsidére que les éléments Ale
ayant atteint au moins le niveau d’exigence40.5.

L'a-coupe d'un entier gradued est un ensemble d’entiers formant une suite
croissante {0, 1, .. X} qui peut étre représentée par sa plus grandeivelePar la
suite, on appelle coupe de niveayfou a-coupe) cette plus grande valeyr L' a-
coupe d'un entier gradurlest donc représentée par un entier positif.

Sur Ny, les opérations d’addition et de multiplicatiomsaisément caractérisées
en s'appuyant sur le principe d’extension étendusoet évaluables-coupe pan-
coupe (Wygralak, 1999). Ces opérations binairesttealeux entiers graduel® et
Q’ sont ainsi définie par :

Hauo(2) = SUR, e, MIN (16(X) 1 (¥))-

Exemple 2.2. Soit le multi-ensemble flou suivant A = {<1, 0.1, 0.b/a,
<0.5>/b} qui signifie que A contient trois occurrencesl@émenta, chacune étant
affectée d’'un degré d’appartenance, respectiverhe@tl et 0.1, et une occurrence
deb au degré 0.5. Les différentascoupes déA sont les multi-ensembles suivants :
A= {1*a}, Ags={1*a, 1*b}, Ao.1={3"a, 1*b}.
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Les nombres d'occurrences des élémenét b de A sont des entiers graduels
notés respectivement(a) = {1/0, 1/1, 0.1/2, 0.1/3} Qa(b) = {1/0, 0.5/1}. A peut
également se noteA:= {{1/0,1/1, 0.1/2, 0.1/3}*a{1/0, 0.5/3*b}.

Si B est le multi-ensemble flou {{1/0, 1/1, 0.5/ {1/0, 0.5/3*b}. L'union
additiveA + B, obtenue en regroupant les élémenté é¢ deB, est définie par :

Quia(a) = Qa(@) O Qg(a) = {1/0, 1/1, 0.1/2, 0.1/3F {1/0, 1/1, 0.5/2} = {1/0,
1/1, 1/2, 0.5/3, 0.1/4, 0.1/5}.

Quia(b) = Qa(b) O Qg(b) ={1/0, 0.5/1} 0 {1/0, 0.5/} = {1/0, 0.5/1, 0.5/2}. 4

DansN;, la différence de deux entiers graduels peut reeépiee définie. C'est
pourquoiN; a été étendu ed;, 'ensemble des entiers relatifs graduels. Nownav
montré que ce support permet une généralisatida différence peut toujours étre
représentée.

L’ensemble des entiers relatifs gradu@jest défini comme I'ensemble quotient
(Nf x Ny) / R des classes d'équivalence sh¥ & Ny) par la relation d’équivalence
R définie par :

O(a b) ONyx N, (@ b) R (@,b")ssiall b’ =a’ Ob.

Un entier relatif graduet s’identifie donc a une classe d’équivalence, n¢tée
X), oux" etx sont des entiers positifs graduels. Par abusrdgatge, nous écrirons
parfois « I'entier relatif graduek{, x) ».

Exemple 2.3.Soit deux entiers graduels positifa.:= {1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3,
0.2/4} ;b = {1/0, 1/1, 0.3/2}. Le couplea( b) = ({1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4}, {1/0,
1/1, 0.3/2}) est une instance de la classe d'édemce définissant un entier relatif
graduel Z;). ¢

Une entier relatif graduek = (x', X) peut donc prendre plusieurs formes
équivalentes. Cependarx, peut également se décrire de fagon canonique en
énumérant les valeurg'(, - X ;) pour toutes sea-coupes différentes. Ces valeurs
sont des entiers relatifZ). On obtient ainsi une représentation, notéedéfinie
par :

X=X ol (Xg-Xa)

ol lesa; correspondent aux différents niveaux desoupes dex” et X (appeléen-
coupe de x par extension) et ou Im*s,l(- X ) appartiennent .

Exemple 2.4 La représentation canonique @elf) (cf. exemple 2.3) est obtenue
en énumérant les valeurs de ses différeatesupes (a, b)° = {1/0, 0.8/1, 0.5/2,
0.3/1,0.2/2%. ¢
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Par la suite, un nombre graduel sera décrit de @mamianonique en énumérant
les valeurs de ses différentesoupes.

Six ety sont deux entiers relatifs graduels, I'additinn] y, et la multiplication,
x Oy, sont définies par les classes respectiveSi ", x Oy) et (K 0y") O (x O
y), €' 0y) 0 Oy9)).

On reléve que tout entier relatif graduef,(xX) a un opposéx{, x"). Cette
propriété est remarquable dans la mesure ou ellgt pas satisfaite dans le cadre
desnombres flousLa différence de deux nombres relatifs graduedsy se définit
comme la somme deet de 'opposé dg

La question se pose de définir un inversut entier graduel, ce qui nous
conduit a construird);, I'ensemble des nombres rationnels graduels. Imaadéhe
suivie est similaire a celle utilisée pour construi;.

Soit Z; comme I'ensemble des élémenrtde Z; tel que :0a 0 10, 1], X, # O, et
R’ la relation d’équivalence telle que :

O(a,b)et@,b)OZ;x 7", [ab] R [a,b]ssialdb =a Ob.

L’ensemble des nombres rationnels graduels, féest I'ensemble quotient
(Z: x Z{") | R’ des classes d’équivalence st & Z;') par la relationR’.

Un nombre rationnel gradued est donc une classe d'équivalence dont une
instance peut se notex] x] ot X" et X’ appartiennent respectivemenZaet Z;".
Une telle représentation peut également s'écrii@de d’entiers positifs graduels :
[(X™, X™), ¢, x*)]. Comme pour les entiers relatifs graduels, i psssible de
représenter un élément @& sous une forme compacte obtenue en énumérant les
valeurs associées a ses différentesoupes. Ces valeurs correspondent a des
nombres rationnels. La forme compacte est canongukes rationnels de ses
différentesa-coupes sont réduits.

Si x ety sont deux nombres rationnels graduels, l'additienl] vy, et la
multiplication,x O y, sont définies respectivement par les classeSE[{") O (y" O
XY, x* 0 y et X" 0 y", x* 0 y¥. D'un point de vue calculatoire, on note que
I'addition et la multiplication peuvent étre évadséen les appliquant sur les
différentesa-coupes de leurs opérandes.

Si dansZ; tout entier graduel a un opposé, déhstout rationnel graduek], x|
a un inverse X, X (si X" O Z). L'opération de division entre deux rationnels
graduelsc ety, est alors définie comme la multiplicationxdpar l'inverse dgy.

3. Relations d’ordre sur des quantités graduelles

On s'intéresse maintenant a la comparaison de iggggraduelles. Comme une
quantité graduelle peut prendre plusieurs formasvétentes, la comparaison de



8 TSI. Volume X —n° X/2005

deux quantités graduelles peut poser quelque<uliffis. Ce probléme est levé en
opérant sur des formes canoniques. Par ailleunsinedN¢ est inclus dang; qui lui-
méme est un sous-ensemble@g les relations d’ordre sur les rationnels graduels
sont également des relations d’ordre sur les engjerduels.

Une relation d’ordre partielle booléenne entre dguantités graduelles peut étre
définie par :

O, y) 0Qf,x=y ssixeyO Q" [1]

ou o est la différence su); et Q;" est 'ensemble des entiers relatifs graduels dont
toutes lesu-coupes sont positives ou nulles. Autrement dita [0 ]0, 1], X, - Y, 2

0, ou - est la différence s@ ; les valeurs associées a la forme canonigu@ ¥)°
sont donc positives ou nulles. Cette relation d'erest partielle car il suffit que pour
une coupe&r la propriétéx, - y, = 0 ne soit pas satisfaite, pour quety ne soient
pas comparables au sens de la relatigméme sia est faible).

Nous proposons, dans un premier temps, une extedsida relation d’ordre a
valeur booléenne définie par [1] en définissant watetion d’ordre graduelle, notée
2, exprimant que plus un grand nombre-doupes de niveau élevé satisfont la
propriétéx, - y, 2 0, plus, globalemenk >, y est satisfait. Puis, dans un second
temps, nous examinons comment introduire une natmrolérance floue au sein
méme de la relation d'ordre afin de permettre da@sgsa-coupes d'enfreindre,
quelque peu, la relation d'ordre. Cette relationrdie graduelle et tolérante est
notéexgr.

3.1.Relation d’ordre graduelle

3.1.1.Satisfaction globale d'une relation d’ordre gradiee

Soit les deux quantités graduellesty suivantes x = {1/0, 0.8/1, 0.5/2} jy =
{1/0, 0.9/1, 0.4/2}. Leur différenca = x © y s’exprime sous une forme canonique
par {1/0, 0.9/-1, 0.8/0, 0.5/1, 0.4/0}

La satisfaction de la propriété>, y se caractérise en établissant un bilan
coupe par-coupe {(e. 0 a, a 0 ]0, 1]) de la satisfaction de, - y, = 0. Nous
appelons satisfaction globale, no®&ece bilan. Pour I'exemple précédent, (i. e.
Xq - Ya) €st positif pout toutr appartenant a 0, 0.8] ]0.9, 1], négatif sinon. La
satisfaction global& résultante peut alors se schématiser par la figure
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us(a)

0 0809 O

Figure 1. Satisfaction globale S dexy

Sest donc un ensemble sur [0, 1] dont la fonctamactéristique se définit par :
@) =0 = (Aq<0) ;@) =1 = (Ag20).

L'ensemble S peut étre vu comme une valeur de vérité généealidécrivant
précisément,a-coupe para-coupe, de quelle maniére la relation d’ordre sous
jacente est satisfaite.

3.1.2.Mesure d’une satisfaction globale

L'eévaluation de la relation d’ordr& >4y est caractérisée par une satisfaction
globaleS. La question qui se pose est alors de « résurneessatisfaction globale
par un degré entre 0 et 1 afin de pouvoir utilisae telle expression dans une
requéte flexible. Dans ce but, nous nous proposiendéfinir une mesurbl de S
traduisant la sémantique « plus il y a un grand bmend’'a-coupes de niveau élevé
satisfaisant la propriété, - y, = 0, plus, globalemenk >4 y est satisfait ». Une telle
mesure doit respecter un certain nombre de pré@grigue nous analysons ci-
dessous. Nous montrons ensuite que cette notioneldéon d’ordre graduelle
généralise une implication floue.

Avant de proposer une définition pddr examinons en les propriétés attendues.

Propriété 1. Lorsque que ety sont tels que la propriésg - y, = 0 est satisfaite
pour touta, la relation d’ordre est entierement satisfaite.datisfaction globale de
la propriétéx =4 y est 'ensemble not&, tel que :0 a O ]0, 1], tm(a) = 1. La
mesureM de cet ensemble, qui évalue la satisfaction ddigaé graduel X =4Y),
vaut 1.

Propriété 2. Lorsqu’'aucunen-coupe ne satisfait la relation d'ordre, I'ensemble
représentant la satisfaction globale &t 0 (0 a 0 ]0, 1], usa) = 0) et sa mesure
M vaut 0.

Propriété 3. Lorsquex ety sont tels que seules lascoupes entre 0 et un setil
satisfont la propriét&, - y, = 0, la satisfaction globale est 'ensemeel que :
Us(a) =1si all]0,t], pg(a) = 0 sinon. La mesungl(S) vautt, elle exprime que le
prédicat est complétement satisfait jusqu’au degré
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Cette propriété 3 est cohérente avec les deux premi

Propriété 4. Lorsque deux satisfactions globagset S; ont le méme nombre
d’'a-coupes satisfaites, la mesureSRleest supérieure a celle & si S; contient un
plus grand nombre d-coupes de haut niveau satisfaites 8ue

Considérons les deux ensemb®set S;, décrits par la figure 2, correspondant
aux évaluations globales & de comparaisons enastitgs graduellesx{ 2, y, et
X3 24 Y3). On constate qu’il y a le méme nombrer-@oupes satisfaisantes deBset
dansS;. Cependant, darfg lesa-coupes ayant une satisfaction nulle sont de degré
plus élevé que celles &. Ainsi, globalement, on peut dire que la relatibordre
est mieux satisfaite pag ety; que parx, ety, d'ou M(S;) < M(S;). Autrement dit,
plus unea-coupe est de niveau éleve, plus son degré defasditm contribue a
I'évaluation deM.

S S

0 0.80 1 00.10.2

MS) = MS)

Figure 2. Comparaison de deux satisfactions globales

Propriété 5. Si S, (respectivemens) est I'ensemble représentant la satisfaction
globale de la comparaison =4 Y. (resp.Xs 24 ys) et que I'ensembl&, est inclus
dansS;, nous déduisons qu'un plus grand nombrae-cbupes deS; satisfont la
relation d’ordre. Dans ce cd(S)) <4 M(S).

Différentes mesuresM prenant en compte tout ou partie des propriétés
précédemment énoncées peuvent étre envisagées. ddosuisons maintenant
progressivement une mesure satisfaisant la séro@ntimulue pou.

La mesureM; définie comme l'intégrale de la fonction caracteégise u5(q) de
I'ensemble flou des satisfactions pacoupes :

1
My(9)= [ ps(@) dar

satisfait les propriétés 1, 2, 3 et 5 mais ne tE® compte du niveau dascoupes
satisfaisantesi.e. la propriété 4 n’est pas satisfaite car toutesale®upes ont la
méme importance). Pour satisfaire cette propriéfaut pondérerus(a) par une
fonction de pondération dépendanteadgui soit croissante, par exemple par Ze
qui conduit a :
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1
M2(9)= [ ps(a) 2a da.
Dans ce cas, les propriétés 1, 2, 4, 5 sont sidisfenais la propriété 3 ne I'est

plus. En effet, si la satisfaction globale est$embleStel quel a [0 ]0, t], i) =
letOaOlt, 1], ua) =0, alors :

' 1 2
M2'(S = JO Us(a) 2ada = t°.
Il en découle la mesui, normalisée suivante, satisfaisant les propriét&$1
1 1/2
MAS) = [ ws(a)2a dal*'?.

La démarche suivie pour construire la mesifle peut bien-entendue se
généraliser. En effet, il suffit, par exemple, dwisir une intégrale pondérée par la
fonctionp.a®?, ce qui établit la mesure parameéthée:

My =[], us(a) paP™ dal'?. 2]

Le parameétrg permet de plus ou moins renforcer I'importance ale®upes de
niveau élevé dans la mesure résumant par un degr@aleur de vérité généralisée
S définie sur comme un ensemble sur lintervalle [IJ, La figure 3 est
représentation graphique 8@t de sa mesuid,(S).

Figure 3. Représentation graphique d’'une valeur de véritéégéiisée S et de sa
mesure N(S)

3.1.3Relation d’ordre graduelle et implication floue

La relation d'ordre graduelle; possede la particularité de généraliser des
implications floues qui, elles-mémes, généralisamtotion d’'implication usuelle en
satisfaisant un certain nombre d’axiomes comme daatonie décroissante (resp.
croissante) par rapport au premier (resp. secamgngent, (0=¢a) = 1, (1= 1) =
1 ou (1= a) = a. Par exemple, les trois implications flouas=$; b) suivantes sont
couramment utilisées :
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— limplication de Lukasiewicz (1 4<b, 1 —a +b sinon) ;
— Ilimplication de Godél (1 sa< b, b sinon) ;
— limplication de Goguen (1 € < b, b/a sinon).

L'idée développée ici est que, de méme que la cosigun de deux degrés peut
étre interprétée comme une implication floue, lanparaison de deux nombres
graduels peut étre interprétée comme une implicaflimue généralisée. Une telle
implication floue généralisée doit donc se rédairtene implication floue dans le cas
particulier ou les nombres graduels considérésésgmtent des degrés (un entier
graduel peut étre vu comme un degréorsqu’il prend la forme particuliere {1/0,
a/1}).

Pour montrer cette proposition, evaluons I'exp@sgil/0, a/1} <4 {1/0, b/1} et
vérifions la compatibilité du résultat avec une lication flouea = b.

Pour cela, on calcule la différente= {1/0, b/1} © {1/0, a/1}.

Sia < b, A est I'entier relatif graduel noté en représentatianonique : {1/0,
b/1, a/0}°. Toutes ses coupes appartiennedt’ aon en déduit que la mesure de la
satisfaction globale du prédicat g4 0) est 1, ce qui est cohérent avec I'évaluation
dea=xh.

Sia > b, A est I'entier relatif graduel dont la représentat@anonique est {1/0,
al-1, b/0}“. La satisfaction globale de {1/@/1} <4 {1/0, b/1} (ou A 24 0) peut se
représenter graphiquement par I'enseny@rticulier de la figure 4.

1

Ha)

0o b a1 0

Figure 4. Satisfaction globale dfl/0, a/1} <, {1/0, b/1}

La mesureM(S) = 1 —a + b est homogéne avec le résultat habituellement
obtenu par I'évaluation de = b avec= I'implication floue de Lukasiewicz. La
mesureM,(S) = (1 —a® + b)*? est, quant & elle, homogéne avec I'implicatiow dit
quadratique, variante de I'implication de Lukasiezvi

De facon plus générale, une classe importante ditatpons floues se définit par
(1- & + b")YP quanda > b, 1 sinon (Whalen, 2003). Dans le cas limitepdendant
vers +o, on retrouve l'implication de Godél. Quamdtend vers 0, on retrouve
I'implication dite de Goguen. La méthode de coradtan d’'une mesure paramétrée
M, gque nous avons présentée permet, d'une part, @eivet ces résultats et, d’autre
part, d’en proposer une généralisation s'appuyantume sémantique clairement
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définie. Cette méthode est basée sur la comparagmnnombres graduels
quelconques produisant une valeur de vérité géaéealsatisfaction globale) qui
peut étre, si besoin, réesumeée en un degré par asara,.

Ainsi une relation d'ordre sur des quantités gréldagpeut étre vue comme une
implication floue généralisée. Ce résultat est irtgod car il s’inscrit dans notre
démarche de construction du concept de multi-enkefltu comme généralisation
a la fois du concept d’ensemble flou et du conclepmulti-ensemble. En effet, les
opérateurs sur les ensembles flous, basés surpdeations sur des degrés, et les
opérateurs sur les multi-ensembles, basés surpratmns sur des entiers, peuvent
étre vus comme des cas particuliers d’opérateurslesu multi-ensembles flous,
basés sur des entiers graduels. De maniére analtguelation d'ordre sur des
entiers graduels, sous-jacente a une inclusion tamadre des multi-ensembles
flous, généralise, d'une part, une implication #centre degrés et, d’autre part, une
relation d’ordre sur les entiers. Le lien entredition d’ordre sur les entiers et celle
sur les entiers graduels est assez facile a étghiious ne le développerons pas dans
ce papier.

3.1.4Négation d’'une satisfaction globale

La notion d’entier graduel généralise a la foisddion d’entier et celle de degré.
Un degréa peut s’exprimer sous forme d’'un nombre gradueKpAY, a/1}.

L’implication floue 1=+ a (dont la valeur est) correspond a I'évaluation d’'une
relation d’ordre entre deux nombres graduels {iL¢0, 1/1} <4 {1/0, &/1}) dont la
satisfaction globale, noté®, estun ensemble tel queus(a) = 1 sia 0 ]0, a ;
Us,(@) = 0 sinon (cf. figure 5).

0 a 1
Figure 5. Degré interprété comme une mesure de satisfactmrate

On veérifie que la mesud, de 'ensembles, est bien égale @puisque :
1 _
Mp(Sa) =[] 45, (@) paP™ da]’? =a.

La négation d’'un degré peut également se définir a I'aide d'une implicatio
floue par :a= 0. Ainsi la négation da s'interprete comme une mesuvg de la
satisfaction globales, telle que : g (o) =0sia0]0,a]; Mg, (a) =1 sinon (cf.
figure 6).
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Figure 6. Négation du degré a vue comme une intégrale

Cette mesureMp(éa) permet de retrouver une définition générale de la
négation d'un degra :

My (S,) =1 11, (@) pa®™ dal¥'P=[1-a’?. 3

En prenanp = 1 on retrouve la négation standard. Cette défimiest générale et
s’applique également lorsq& est une satisfaction globale quelconque représenté
par un ensemble sur [0, 1].

3.2 Relation d’ordre graduelle tolérante

La relation d'ordre>y entre nombres graduels, définie en section 3.5t e
graduelle dans le sens ou elle permet de retounmevaleur de vérité entre 0 et 1,
évaluant dans quelle mesure la relation est siéisf@ependant, cette relation est
fondée sur des comparaisons non floues emteupes, nous étudions maintenant
une relaxation floue de cette relation d'ordre gelt® que nous notonggr.
L’objectif est de comparer deux quantites gradsellety (x 247 y) en introduisant
une idée de tolérance graduelle dans la mesur@aEtsA, = X, - Y, Ainsi, on
autorise, dans une certaine mesure, des écartemget négatifs pour certaines
coupes, la relation d'ordre tolérante construite aers mieux satisfaite que la
relation d’ordre graduelle gu’elle relaxe. Cett&tance peut s'exprimer au moyen
d'un ensemble flod, par exemple I'ensemble flou "au moins 0" suivant

1

/JT(AD)
0.5

Figure 7.Prédicat au moins 0 avec tolérance
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Alors que dans le cas de la relation gradugflla satisfaction de chaque, était
soit 0, soit 1, celle-ci est maintenant comprisé¢resi® et 1, compte tenu de la
toléranceTl. Pour les quantités graduelbesty décrites dans la sous-section 3.1.1 et
la toléranceT décrite par la figure 7, la satisfaction glob&ale x 247 y, est un
ensemble flowdont la fonction caractéristiqugs est telle queus(a) = 4(Ay). La
mesure de cette satisfaction glob&epeut s’exprimer au moyen de l'intégrale
pondérée définie par [2], ce qui conduit & évaleedegre satisfactioM,(S) de la
relationx 247y (voir figure 8).

0 1

Figure 8. Mesure de la satisfaction globale S degxy

Exemple 3.1.L'utilisation de quantités graduelles et de relasi d’'ordre sur ces
quantités, rend possible le traitement de requeibles sur une base de données
usuelle comportant des prédicats sur des cardisatitensembles flous. A titre
d’exemple nous traitons la requéte suivartteuver les entreprises dont le nombre
des employés jeunes est supérieur a celui des géspfwoches de la retraite

Pour traiter cette requéte, supposons qu'une aigey de la base de données
ait dix employés, ..., X3o dont les &ges respectifs sont : 25, 30, 35, 4043248,
48, 55, 60 et que les conceptmployéeuneet proche de la retraitesoient définis
par les ensembles flous sur les &ges décrits figuiee 9.

Proche de la
retraite

Jeune
05 employé

35 40 45 50 55 age

Figure 9. Les prédicats flous jeune et proche de la retraite

Compte tenu de ces prédicats I'ensemble flou dgdmmés jeunes correspond a
{1/x3, 1K, 1, 0.5k 0.3ks, 0.2k¢} et 'ensemble des employés proches de la
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retraite est {0.154, 0.2ks, 0.55k;, 0.55kg, 1Ko, 1/;0}. Les cardinalités respectives
de ces ensembles flous sont: {1/3, 0.5/4, 0.3/3/6¥ et{1/2, 0.55/4, 0.2/5,
0.15/6¥. Pour comparer ces deux nombres on évalue lefdérelifce qui est : {1/1,
0.55/-1, 0,5/0, 0.3/1, 0.2/@} Ce résultat signifie que le prédicps = nombre
d’employes jeunes; nombre d’employés proches de la retragist complétement
satisfait si I'on considére deas-coupes appartenant a ]0, 0[8]]0.55, 1], ce qui
définit la satisfaction global&,, du prédicai,. La mesureM, de cette satisfaction
globale, en considérant que plus les employésjsones ou proches de la retraite
plus il est important que le nombre des premieit sapérieur au nombre des
seconds est (avex= 2) :

Ma(Sy,) = ( j: s, (@) 20 do)*? =025+ 069 = 097

On détermine ainsi dans quelle mesure I'entrepfiseplus d’employés jeunes
que d'employés proches de la retraite. De cettei@rana partir d'une base
d’entreprises, on peut sélectionner les entreprissfaisant plus ou moins le
critere de sélection et les ordonner par rapptetianiveau d’adéquation.

4. Prise en compte d’expressions quantifiées

Les nombres gradueldN{, Z; et Q) que nous avons présentés en section 2
offrent un cadre général pour évaluer des expressiguantifiées. Les
quantificateurs flous ont été introduits par Zadefin de généraliser les
quantificateurs universel et existentiel usuels. @istingue les quantificateurs
absolus exprimant un nombrenfiron 3 au moins 2 ou relatifs référencant une
proportion (a plupart, environ la moiti¢. Les expressions quantifiées sont de type
"Q X sontA" lorsqu'il s'agit d'évaluer dans quelle mesQré&léments de X sont A
comme dangnviron 3 employés sont bien payEfies se généralisent e@ "B X
sontA" ou I'ensemble de référenBeX est flou comme dara plupart des employés
jeunes sont bien payésu B est le prédicat flojeune.

L'évaluation d’expressions quantifites a donné lieu de nombreuses
propositions. On en trouve des études détailléas ddelgadoet al, 2000 ;
Glokner, 2009. Les plus importantes sont celles basées sur I'to@éraOWA
(Yager, 1998) et sur les cardinalitts FGCount dinteyprétent respectivement
comme des intégrales de Choquet et de Sugeno 1(d,jéit895). Ces deux approches
délivrent un degré de satisfaction mais sont liggté des expressions utilisant des
quantificateurs croissants. Une approche baséka suation de nombres graduels et
de relations d'ordre graduelles, n'impose pas ddtlgpse particuliere sur la
monotonie du quantificateur linguistique et géniéeal'approche avec des OWA.

Dans la suite, nous rappelons d’abord la notion glentificateur et
l'interprétation d’'une expression quantifiée au moyd’'un opérateur OWA. Puis
nous montrons comment les outils relatifs aux n@sbgraduels permettent de
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fournir une interprétation assez simple et naterdks expressions comportant un
quantificateur absolu ou relatif.

4.1 Quantificateurs linguistiques et approche OWA

Deux sortes de quantificateurs flous peuvent &genduées : les quantificateurs
absolus, commenviron 2 au moins 3.., et les quantificateurs relatifs se référant a
des proportions, commenvironla moitié au moins un quart. Ces quantificateurs
peuvent étre croissants (resp. décroissants) csiguifie qu’'un accroissement de
satisfaction de la conditioA ne peut faire décroitre (croitre) la satisfactam la
proposition Q X sont A". Au moins 3et presque toussont des exemples de
guantificateurs croissants. Un quantificateur eshatone s’il est soit croissant, soit
décroissant. On trouve également des quantificeitenimodaux qui font référence a
des prédicats graduels commeviron 4ou environ la moitié Les quantificateurs
absolus sont modélisés par des ensembles flougesuéels (voir figure 10) alors
gue les quantificateurs relatifs correspondentsdathsembles flous sur [0, 1].

L'interprétation de Q X sont A", avecQ croissant, au moyen d’un opérateur
OWA est donnée par :

n
OWA= 3w % (%),
i=1

ou les degrés d’appartenancé &ont ordonnés de maniere décroissapgx() =
(%) 2 ... = Un(Xy)). Pour un quantificateur absolu les pols= (i) - Hofi-1),
expriment l'accroissement de satisfaction lorsqu'@ompare une situation
comportanti-1 éléments entieremert avec une situation comportangléments
entierementA. Pour un quantificateur relatif, les poids = io(i/n) — Lio((i-1)/n),
avecn la cardinalité de I'ensembb¢ expriment I'accroissement de satisfaction de la
quantification lorsque la proportion des élémergsKdsatisfaisant complétemeAt
passe dé1/n ai/n.

Exemple 4.1. Avec la méthode de Yager, évaluons la requéever les
entreprise X dont au moins 3 employés sont bierép&y est le quantificateur
absoluau moins 3 défini par exemple par la figure 10. Soit I'emttise X dont
'ensemble des employés est{x, X3, Xs}. Supposons que les satisfactions des
employésx; au prédicalA définissant la conditiobien-payésont : fa(x1) = 1, ta(Xo)
=1, ua(X3) = 0.8,ux(X1) = 0.6. Il en découle que les poigdssont :

w; = 0,w, = 0.5,w,=0.5,w, =0,

et que la satisfaction de la proposition "au m@nxssontA" est :

OWA=0x1+05x1+0.5x0.8+0x0.6=0.9.
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Ce degré traduit que I'entrepris¥ considérée n'est pas complétement
satisfaisante car seuls 2 employés sont complételonem payés. CependaxXtn’est
pas pour autant rejetée (elle est méme presqusfassdinte) car 2 autres employés
sont considérés comme bien-payés avec des degiEsdD.8, 0.6). L'entreprisg
est donc sélectionnée avec un degré de satisfatgi@nO.

Ho(©)

o 1 2 3 cardinalité c

Figure 10.Le quantificateut'au moins 3. ¢

4.2 Interprétation d'une expression quantifiée baséer gles quantités graduelles

L’interprétation d’'une expression quantifiée, comaemoins 3 employés sont
bien payéspeut s’appuyer sur une approche basée sur lebresrgraduels. Il suffit
de considérer la cardinalité floue de I'ensembls dmployés bien payés (notée
[Xopl) €t de la comparer a l'entier 3 au moyen d'uniatien d’ordre graduelle
associée a une fonction de toléradcécomme celle décrite par la figure 7). On
évalue donc H,,| 24r 3. Cela consiste a filtrer les différentesoupes deX,| — 3
au moyen de la fonctioh. Le résultat est alors une satisfaction glotgttont il est
ensuite possible d'eévaluer différents resumés ealiaant une mesurdl,. Si on
choisitp = 1, M;(S) correspond au résultat délivré par lI'opérateurAOW

Exemple 4.2. Reprenons les données de l'exemple 4.1. L'évalnatie
I'expressionau moins 3 employés sont bien payéscardinalité des employés bien-
payés est X,,| = {1/2, 0.4/3, 0.1/4} En considérant la fonction de tolérance de la
figure 7, I'évaluation deX,,| =4t 3 conduit a la satisfaction globale décrite par la
figure 11.

En appliguant une mesuhM; sur la satisfaction globalg on obtient un degré
qui peut étre vu comme un résumé de la quantifinatonsidérée. L'utilisation
d’'une mesureM; conduit a interpréter la relation d’ordre gradudbtéerante sous-
jacente comme une implication floue de Lukasievgénéralisée. Le résultat obtenu
correspond a celui issu de I'application de I'opéua OWA.
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0 06 08 1

Figure 11.Satisfaction globale S de "au moins 3 employétlsien payés"s

L'utilisation d’'une mesurév; attribue une méme importance a chagueoupe.
Mais d'autres mesureM sont envisageables. Elles permettent de traduire la
sémantiqueplus un grand nombre d-coupes de haut niveau sont satisfaites plus
globalement la quantification considérée est saitief Pour cela, il suffit de choisir
une mesureMp, avec un parametrg supérieur a 1, ce qui permet d'attribuer une
importance plus grande aaxcoupes de degré élevé. De cette maniére, on @esid
que les quantités issues du décompte des élénentdus significatifs (parce que
les plus satisfaisants) doivent d’autant plus retgyda relation d’ordre sous-jacente
a la quantification traitée.

Cette méthode s’appliqgue également sans diffiqubtdr évaluer une expression
quantifiée dont le quantificateur est relatif, coemmdansplus de la moitié des
employés sont bien payds suffit de travailler surQ; et de calculer le nombre
rationnel graduet représentant le ratio de la cardinalité floue dewployés bien
payés par la cardinalité des employeés, puis d'@&vala relationr 24t 1, avec une
relation de toléranc& adaptée au quantificate@: Le bilan de cette comparaison
est une satisfaction globale dont une approximadems I'intervalle [0, 1] peut étre
évaluée par application d'une meshig

Plus généralement, I'évaluation d’'une expressiontype 'Q B X sont A",
commela plupart des employés jeunes sont bien pagésfait en calculant le
nombre rationnel graduel correspondant au ratila dardinalité floue des employés
jeunes et bien payés sur la cardinalité floue depl&yés jeunes. Plus il y a
d’employés jeunes qui sont bien payés plus ce egtoproche de 1. La méthode
employée est donc similaire & celle utilisée powalder les expression€)"X sont
A"

Exemple 4.3.0n s’intéresse a la requéteuverles entreprises dont la plupart
des employés jeunes sont bien pagédte requéte, du typ&"B XsontA" ou Q est
un quantificateur relatif, se traite en évaluanptaportion du nombre d’employés
jeunes et bien payégsar rapport au nombre d’employgsines Plus ce rapport est
proche de 1, plus la plupart des employés jeunesiden payés. Quand le rapport
vaut 1, tous les employés jeunes sont bien payés.

On réalise donc, dar®;, la division entre deux cardinalités floues. Letgnt
obtenu est ensuite comparé a 1, c'est-a-dire qupidantité graduelle quotient est
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filtrée par un prédicat flou "presque 1" préalablatepécifié, par exemple, par la
figure 12.

Ainsi, supposons que la cardinalité de I'ensemble fles employégeunesest
{1/2, 0.4/3, 0.1/4%. Le rapport du nombre d’employgsunes et bien payésir le
nombre d’employégunesest le nombre rationnel graduel représenté parl:21
0.4/2:3, 0.2/1%.

0.43

0.17f=mreemremrenmemnamenananns /¢

Figure 12.Prédicat flou presque 1

En évaluant ce rapport en fonction du prédicat presq nous en déduisons une
satisfaction global& qui est représentée graphiquement par la figure 13 :

Figure 13.Satisfaction S du prédicat presque 1 appliqué &:£1/0.4/2:3, 0.2/1%

Cette satisfaction peut se résumer Ma(S) :

My(S)= ( j; Lis(@) * 2a* da)V2 = /023 = 048. ¢

Le point clé de la méthode proposée est d'exprifaersatisfaction d'une
expression quantifiée non pas sous la forme d'gréenais sous la forme d'une
satisfaction globale $eprésentée par un ensemble flou sur [0, 1] qui e vue
comme unevaleur de vérité généralise€et ensemble flou décnirécisément et
compléetemeni maniere dont la proposition est satisfaite.

Ainsi, notre méthode généralise I'approche OWA éfirit une technique
unifiée pour traiter des expressions quantifiéesyge 'Q X sontA" et "Q B Xsont
A". Elle se base, dans un premier temps, sur la acaigpn de nombres graduels
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conduisant a faire émerger une satisfaction gloteflétant exactement la maniére
dont une proposition est satisfaite. Vient ensuitgorocessus deléfuzzificatiot ou
différentes techniques peuvent étre utilisées delahoix d’'une mesuril,,.

5. Compositions de prédicats portant sur des quariés graduelles

Nous analysons dans cette section comment descptgdportant sur des
relations d'ordre entre quantités graduelles etégamt des valeurs de vérité
généralisées peuvent étre composés. Cela nousitoeb.1 et 5.2, a généraliser
les opérateurs de disjonction et de conjonctiondsuitelles valeurs de vérité. La
sous-section 5.3 illustre ce propos au traversuddgges exemples simples. Enfin,
en 5.4, nous soulignons l'intérét de notre démarmahéa confrontant a la méthode
utilisée par Zadeh pour définir la cardinalité foappelée FECount.

5.1 Disjonction

Dans l'intervalle [0, 1], uneonorme triangulaire (ou t-conorme), noféeest un
opérateur binaire généralisant la disjonction. Xisee un grand nombre de t-
conormes parmi lesquelles la conorme standaek est la plus petite. Nous
examinons ci-aprés, comment généraliser une t-com@our composer des valeurs
de vérité généralisées.

Considérons deux degrés de satisfactiaib, avecb < a. Un degré peut étre
représenté par une valeur de vérité généraisgai un ensemble sur [0, 1], tel que
Us(@) = 1 sia 010, 1], ug(a@) = 0. Les degréa etb peuvent étre respectivement
représentés par des valeurs de vérité général@éesS,. La t-conorme standard,
max(@, b), peut étre représentée (B S, qui vautS,, et dont la mesur/ , esta.
Une telle mesure évalue le nombre-@oupes satisfaites daBsou danss,.

Les t-conormes strictement monotones distinguemt ep@mple [(0.8, 0.6)
de (0.8, 0.2) en "favorisant” la premiére propositfmar rapport a la seconde, cette
derniére étant elle-méme plus grande que max(®8, De méme, il est possible de
définir des mesures d&, 0 S, basées sur une notion d'intégrale pondérée et
traduisant cette sémantique générale des t-conorrmg cela, il suffit de tenir
compte positivement dessatisfaits dan§, ou dansS, auquel on ajoute un "bonus"
en tenant compte des satisfaits a la fois darS, et dansS,. On note M; ces
mesures d&, 0 S,. La figure 14 illustre graphiqguement cette intétption des t-
conormes lorsque des degrésb ou c sont respectivement représentés par des
satisfactions globales, S, etS;, queb < c et donc quél (a, b) < O(a, ¢).
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Figure 14.Interprétation de conormes a l'aide d’intégrales

Sur la figure 14, la mesurd\/I;(SaDSO)correspond a une évaluation des
surfaces notées ++ et +. Dans le cas particubesatisfactions globales, et S,
représentant des degrés, la mesMrg de la satisfactio§, [ S, s’exprime par :

My (8.0°8) = min(1, & +b°)")

qui est l'expression générale d'une conorme arcHiemhe en utilisant un
générateur croissant de la fomﬁ’e(p > 0) (Klementet al, 2004)

Une généralisation de cette notion de co-normeoletenue en considérant des
valeurs de vérité généraliséBset S, quelconques obtenues lorsque des quantités
graduelles sont comparées au moyen de relationsird’ograduelles tolérantes.
M;(Sa 0 S,) se définit alors en tenant compte desatisfaits dan§, ou danss, et
desa satisfaits a la fois darg et danss, (figure 15).

Figure 15. Généralisation d’'une t-conorme

Ce comportement se traduit formellement par :

X 1 1 1/p
M, (S, 0 §) =min(L, (UO Hs,ns, (@) pa p-1 da} + UO Hs,ns, (@) pa p-1 daD )

En choisissant une intersection standwgnso(a) = min(us (a), Us(a)) et
I'union standardusanso(a) = max{s(a), s a)) pour combiner les ensembles flous
S, etS, I'expression se réduit a :
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. 1 1/p
M3(S, 0 ) = ming. [}t (@) 45 (@) pa™™ da| ). (4]

5.2.Conjonction

Dans l'intervalle [0, 1], une norme triangulairai(Bnorme), notéél, généralise
la conjonction. Les t-normes sont étendues auxuvalee vérité généralisées en
suivant une approche semblable a celle suivie fgsurconormes en 5.1.

La t-norme standard, miay(b), est la plus grande des normes triangulaires. Ell
peut étre représentée par la mesMrg de la satisfaction global n S, Une telle
mesure évalue le nombreodtoupes satisfaites a la fois dah®t danss,.

Les t-normes strictement monotones permettent stenguerJ(0.5, 1) de[J(0.5,
0.8) en "pénalisant” la seconde proposition papo&pa la premiere. De méme, il
est possible de définir des mesuvl\éls; deS, n S, traduisant une telle sémantique.

Ces mesures comptent positivementdesatisfaits a la fois darf§, et dansS, et
négativement lea satisfaits ni dan$§, et ni danss,, ces derniéres introduisant une
pénalité. La figure 16 illustre graphiquement céiterprétation.

Figure 16.Interprétation de t-normes a I'aide d'intégrales

Dans le cas particulier de satisfactions glob&est S, représentant des degrés
(aveca<h), la mesureM; de la satisfactio®, n S, s’exprime par :

My(Sin'S,) = max(O,(ap (1 bp))llp)= max(O,(ap +bP -1)1/p).

qui est I'expression de la famille de t-normes dbavizer-Sklar (Schweizer at.,
1963 ; Klement edl., 2004).

La généralisation de la mesuﬂb‘l:J de S, n S, lorsques, et S, sont des
satisfactions globales quelconques, est schémaiesmék figure 17. Elle évalue de
facon positive les parties communesS3jet S, et de facon négative les parties non
couvertes pa, ouS,.
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Figure 17.Généralisation d’'une t-norme

L'expression suivante traduit un tel comportement :

. 1 1 yp
M, (S, n'S) =max(, (UO Hs,ns, (@) pa p-1 da} _UO Hsrs, (@) paP? daD ).

Par ailleurs, en choisissant une intersection stahdmin) 'union standard
(max) et le complément standaye(a) =1~ us(a) pour combiner les ensembles

flous représentant des satisfactions globalesptiert :

. 1 Up
M(S, 1 §) = max(, [ [[ (s, (@) + 15 (@) -1) par® daj ) [5)

5.3. Requétes flexibles comportant des prédicats coréposur des quantités
graduelles

Nous illustrons maintenant I'utilisation des opétat de conjonction étendus a
des valeurs de vérité généralisées pour constdese opérateurs d’égalité entre
quantités graduelles.

Exemple 5.1.0n cherche les entrepris&sayant 2 employégeunes et bien
payés Cette requéte est une sélection sur un critengpacant la cardinalit€ des
employés jeunes et bien payés a I'entier 2. Céreripeut étre défini en évaluant la
conjonction C <4 2) O (C 24 2).

Supposons que I'ensemble des emplggéses et bien-payésoit {1/x;, 0.2k,
0.4/, 0.1k4}, sa cardinalitéC est {1/1, 0.4/2, 0.2/3, 0.1/4}La différence entre
cette cardinalité et 2 est I'entier relatif gradugl/-1, 0.4/0, 0.2/1, 0.1/2}

Considérons le predicat = C 24 2 et le prédicap, = C <4 2.La méthode suivie
consiste a évaluer l'intersection des satisfactiglabales de chacun des sous-

criteres & n S) puis a appliquer une mesuM:; afin d’en extraire un degré.
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La satisfaction global&, est I'ensemble flou tel quell a [ ]0, 0.4], ts, (@) =
1 etys, (@) = 0 sinon. La satisfaction globap, est 'ensemble flodefini parD a
1010, 0.2], s, (@) = 0 ety (o) = 1 sinon. L'ensemble flof n S, est 'ensemble
flou O a 0]0.2, 0.4],tsp, n 5p,(@) = 1 €l o 5p,(@) = O sinon.

Avecp = 2, la formule [5] conduit a :

. 1 Up
M3(S, n'S,,) = max(, (jo (Usa(@)+ tisio(@) ~1) pa™ daj )
= (o?]08y¥2 = 034

Ainsi, il est possible de filtrer les entreprisésar® base de données et de les
ordonner en fonction de leur niveau d'adéquatiorciaagre de sélection. Ici 0.34
représente dans quelle mesure I'entrepksebservée a exactement 2 employés
jeunes et bien payés.

On note que contrairement au traitement de la caitipp de conditions
comportant desnombres flous'usuels" représentant des données mal connues
(modélisées par des distributions de possibilité),est ici pas nécessaire de faire
d’hypothéses particulieres sur I'indépendance diéres. Ainsi, dans cet exemple,
I'entier graduelC (modélisé par un ensemble flou) est traité danglshalité et
indépendamment dans et dansp,. Par contre, sC avait été une donnée mal
connue, le choix d’'une valeur possible @elans I'évaluation du prédicat aurait
imposé le choix de la méme valeur possible datraiement dep,.

Exemple 5.2.La démarche suivie dans I'exemple 5.1 peut s'apeli pour
déterminer dans quelle mesure le nombre d’emplggéraes et bien payés est
environ2. On interpréteenviron 2comme une conjonction de prédicaBsr 2) O
(C 24t 2) basés sur une relation d'ordre graduelle toléra >gr y qui est
complétement satisfaite s, —y, = 0 et satisfaite au degré 0.5xgi—y, = -1. Les
satisfactions globales de chacun de ces prédicatsgsaphiquement représentées
par la figure 18.

Figure 18.Satisfaction globale de (& 2) et (Cyr 2)
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On en déduit dans quelle mesameviron 2employés sonfeuneset bien payés
En appliquant la formule [5] avgr= 2, on obtient :

M ’;(SCEQT2 N Ses,2) = [05(0- 042%) + 1(04% - 02%) + 05(022 - 01%)]V2
= 074

5.4.Sur l'interprétation de la cardinalité FECount

Montrons l'intérét de notre démarche en analysdimtetprétation d’'une
cardinalité floue d’'un ensemble flda caractérisée par la fonction FECol)tE
FGCountE) n FLCountE) (Zadeh, 83).

La fonction FGCount), définie pard n O N, fegcoun)(N) = sud a/ [Eq 2 n},
est une caractérisation de la cardinalité flouenddmsemble flolE. Le degréa
associé a un entierde FGCountf) évalue dans quelle mesuEecontientau moins
n éléments.

La fonction FLCountf) est telle quele coung)(N) = 1 -Ueccounig(N+l). C'est
une autre caractérisation de la cardinalité floum éénsemble flolE. Le degréa
associé a un entierde FLCountE) évalue dans quelle mesuEecontientau plusn
élémentsi( e. : il N’y en a pas au moins+1).

Examinons les cardinalités floues de I'ensentbldes personnes blondes défini
par {1/John, 0.5/Mike, 0.5/Peter}. Nous obtenons :

FGCountE) = {1/0, 1/1, 0.5/2, 0.5/3} ;
FLCount€) = {0/0, 0.5/1, 0.5/2, 1/3, 1/4, ...}.

En définissant la fonction FECouB)( = FGCountE) n FLCountE) nous
obtenons :

FECountE) = {0.5/1, 0.5/2, 0.5/3}.

Le degré d'appartenance d'un entierdans FECounE) devrait décrire dans
quelle mesure I'ensemblgé contientexactement personnes. Cependant, dans ce
cas particulier, le degré associé a 2 dans FECBumfut 0.5, alors que, comme
cela est souligné dans (Delgado, 2002), aucuwremupe deE ne comporte 2
éléments. En conséquence aucune interprétationoplusoins relachée du concept
"blond" ne conduit & une cardinalité de 2 pBur

En considérant maintenang|| = FGCountf) comme un entier graduel,
déterminons au moyen de notre méthode dans queleingE contient 2 éléments
([E] =5 2). La satisfaction globale dg| 4 2 est I'ensemble flo&, sur [0, 1] tel que :
Us (@) = 1 sia 0]0, 0.5], is (@) = 0 sinon. La satisfaction globale dg £, 2 est
I'ensemble flouS; tel que :is,(a) = 1 sia O ]0.5, 1], is,(a) = 0 sinon. Nous en
déduisons qu&, n S, = O et donc que, quelle que soit la mesMieutilisée pour
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résumer cette satisfaction globalé,(S, n S, ) = 0. Nous en concluons alors que la
valeur de vérité de la propositidf| |, 2 est nulle.

Cette interprétation est correcte mais n'est pagm@mte avec la valeur de vérité
0.5 associée a l'élément 2 dans FECdtnt(Analysons plus précisément les
méthodes utilisées pour comprendre le probléemeepose.

Tout d'abord, constatons que les degrés 1, 1, 0.8.% du FGCounE)
correspondent & ceux obtenus en évaluant respeetiié/;(|E| 24 0), My(|E| 24 1),
M(|E] 24 2) etMy(|E| =4 3). De méme, les degrés 0, 0.5, 0.5, 1, 1... de Eb@B)
sont ceux obtenus en évaluai(|E| <4 0), My([E| <4 1), My([E| <4 2), My(|E] <4 3)...
Les fonctions FGCount et FLCount sont donc cohéseatec la notion de relation
d’'ordre graduelle telle que nous 'avons définieort une interprétation en termes
d’'a-coupes. La difficulté posée par FECount vient ddecla composition de ces
degrés.

En effet, FECounH) provient de la combinaison FGCougX(n FECountE) ou
I'élément 2 est associé a min(0.5, 0.5). Mais chad®i ces degrés 0.5 est en fait un
résumédes satisfactions global& et S, reflétant des réalités bien différentes. Si
M(S) = 0.5 etMy(S) = 0.5, l'intersection deS; et S, est quant a elle vide, en
conséquence la mesuvg([E| 5, 2) est nulle, conformément & l'intuition.

On voit ici que la composition de résumés est asiclémer avec prudence et
gu’en particulier la fonction FECount n'a pas dédnirétation correcte en termes
d’a-coupes.

5. Conclusion

Cette étude se place dans le contexte de lintetiog flexible de bases de
données usuelles. La prise en compte des multrdries flous permet de
manipuler conjointement des informations quantiegti et qualitatives sur les
données. Leur définition, dans le cadre générahdesres entiers naturels graduels
(Ny) offre un cadre dans lequel les ensembles, enserfibiess multi-ensembles et
multi-ensembles flous sont traités de maniere umié

L'extension deN; a Z; puis Qy, introduit des généralisations structurelles pour
lesquelles il est possible de définir des opératide différence et de division
exactes. De telles opérations ont de nombreusdiaigns et, notamment, elles
permettent de traiter des requétes comportant aastifjcateurs absolus ou relatifs.

La démarche consiste a définir une relation d’ogéeérique basée sur le calcul
de I'écart entre deux nombres graduels et l'intgiion de celui-ci relativement a
une fonction de tolérance. Considérant les diff@@®a-coupes, ceci produit un
ensemble flou sur [0, 1] (appelé satisfaction glepgui peut étre vu comme une
valeur de vérité généralisée. Il est ensuite ptessib résumer cette valeur en un
degré au moyen d'une mesure définie par une irégrandérée. Nous avons
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montré qu’une telle mesure généralise la notiomplfication floue. Ce principe de
comparaison entre deux quantités graduelles estitengtilisé pour évaluer des
requétes prenant en compte des quantificateurdusbddensemble des nombres
rationnels graduels@) nous permet de définir des rapports entre quemtit
graduelles qu'il est ensuite possible de compateus traitons de cette maniere des
requétes comportant des quantificateurs relatié&tteCapproche généralise la prise
en compte d’expressions quantifiées par I'opéra@WWA et propose un traitement
analogue pour traiter des requétes quantifiéegmd X sontA etQ B XsontA.

Ces propositions se poursuivent en analysant déeqomaniere des prédicats
comportant des relations d’ordre sur des quangitaduelles peuvent étre composés
au moyen d'opérateurs conjonctifs ou disjonctif@ubl avons ainsi été amenés a
proposer une généralisation des normes et conotri@@gulaires de la logique
multivaluée pour qu’'elles s'appliquent a des cegesur des quantités graduelles
produisant des valeurs de vérité généralisées.

Ce travail peut étre complété en étudiant le comepeent d’'autres opérateurs
d’agrégation, conjonctions et disjonctions pondgrée moyennes. Par ailleurs, les
mesures et les opérateurs de conjonction et digpomies combinant sont basés sur
une sémantique commune relative a I'importancebatie auxa-coupes (méme
paramétragep). Le probléme de la combinaison de mesures baséesdes
interprétations différentes liées aux importancesodcoupes i( e. paramétragep
différents) se pose.

Pour terminer, nous remarquons que si cette étymiaobjectif de répondre a
des problémes liés a la manipulation de quantitds de cadre de l'interrogation
flexible de bases de données, sa portée va bielelavet des applications peuvent
étre trouvées dans d’autres domaines comme I'didrede connaissances, la fusion
ou les résumés d'information, la recherche d'infation...
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